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Пусть ζ(s,K) — дзета-функция квадратичной формы K, определяется равен-
ством
ζ(s,K) =
∑
m2+n2 6=0
1
(K(m,n))s
,
где s — комплексное число, s = σ+ it. Мы будем рассматривать задачу вывода
простейшего приближенного функционального уравнения для дзета-функции
ζ(s,K), позволяющее продолжить эту функцию и получить нетривиальные
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оценки модуля этой функции вблизи единичной прямой σ = 1. Будем считать,
что форма K(m,n) представлена в виде
K(m,n) = am2 + bmn + cn2,
Здесь коэффициенты a, b и c предполагаются удовлетворяющими условиям
|b| 6 c 6 a,
d = 4ac− b2,
где –d < 0 дискриминант формы.
Проверим сходимость ряда Дирихле в области σ > 1.
Имеем∣∣∣∣∣∣
∑
m2+n2 6=0
1
(K(m,n))s
∣∣∣∣∣∣ 6
∑
m2+n2 6=0
1
(K(m,n))s
6
∑
m2+n2 6=0
2
(am2 + bmn + cn2)σ
.
Так как |bmn| 6 |b|
2
(m2 + n2) и
K(m,n) = am2 + bmn + cn2 > am2 + cn2 − |b|
2
(m2 − n2) > a
2
m2 +
c
2
n2.
Далее ∑
m2+n2 6=0
2
(am2 + cn2)σ
6
∑
m2+n2 6=0
2
(m2 + n2)σ
6
∞∑
n=1
r(n)
nσ
.
Здесь r(n)— число представления натурального n в виде суммы двух квадратов
целых чисел. Известно, что r(n) удовлетворяет неравенству
r(n) 6 4τ(n),
где τ(n)- число делителей n. С другой стороны, для τ(n) известна оценка
τ(n) 6 nε
(
2
ε ln 2
)2 1ε
,
ε > 0- любое [2]. Поэтому ряд
∞∑
n=1
r(n)
nσ
сходится при всех σ = 1 + ε, что и требовалось доказать. Отметим, что при
σ > 1
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ζ(s,K) =
∞∑
n=1
2
csn2s
+
∑
m>0
2
(K(m,n))s
=
=
∑
m,n>1
2
(K(m,n))s
+
∑
m,n>1
2
(K(m,−n))s +
∞∑
n=1
2
csn2s
+
∞∑
m=1
2
asm2s
=
=
∑
m,n>1
2
(K(m,n))s
+
∑
m,n>1
2
(K(m,−n))s + 2(a
−s + c−s)ζ(2s).
Для каждого из трех слагаемых правой части последнего равенства необхо-
димо вывести приближенное функциональное уравнение. Но для функции ζ(s)
соответствующее уравнение давно известно см. [3], а для каждого из двух дру-
гих слагаемых оно выводится одинаково. Поэтому ограничимся рассмотрением
функции f(s) вида
f(s) =
∑
m,n>1
1
(K(m,n))s
=
∑
m,n>1
2
(am2 + bmn + cn2)s
= 2(4a)sg(s),
где g(s) определена последним равенством. Точнее
g(s) =
∑
m,n>1
2
((2am+ bn)2 + dn2)s
.
Будем искать приближенное функциональное уравнение для функции g(s).
Справедливо следующее утверждение теоремы
Теорема 1. При σ > 1
2
, t > 0 для точек s = σ + it с условием t < πv, где
v-полуцелое справедливо приближенное функциональное уравнение вида
g(s) =
∑
m,n6V
f(m,n) +
∫
M
f(x, y)dxdy +O
(
a2t(a + v
√
d)−2σ
)
Здесь M = M0/M1, где M0 — область точек с условием
1
2
6 x, y < +∞, M1 —
область, определенная неравенством max(x, y) < V .
Зафиксируем n > 1 и рассмотрим сумму gn(s) по m вида
gn(s) =
∑
m>1
2
((2am+ bn)2 + dn2)s
.
Для доказательства теоремы нам потребуется следующая лемма.
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Лемма 1. Пусть Q и R — полуцелые числа, удовлетворяющие условию
Q < R. На функцию f(x) наложим условие, что на отрезке [Q,R] ее вто-
рая производная существует и непрерывна. Тогда при любом натуральном m
справедлива следующая формула
∑
Q<n6R
f(n) =
R∫
Q
f(x)dx+
f ′(x)
12
∣∣∣∣R
Q
+ T2,
где
T2 =
R∫
Q
f ′′(x)
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx
Доказательство. См. [4]
В качестве f(x) в этой лемме возьмем функцию вида
f(x) = f(x, n) =
1
((2am+ bn)2 + dn2)s
.
Положим так же Q = V , а параметр R будем считать большим числом, превос-
ходящим V . Тогда для суммы
AQ(s) =
∑
V <m6Q
1
((2am+ bn)2 + dn2)s
приходим к равенству
AQ(s) =
B∫
V
dx
((2ax+ bn)2 + dn2)s
+
+
((
(2ax+ bn)2 + dn2
)−s)′
x
1
12
∣∣∣∣R
V
+ T2,
где
T2 =
B∫
V
((
(2ax+ bn)2 + dn2
)−s)′′
xx
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx
Вычислим явно первые и вторые производные по x указанные выше. Имеем
(((2ax+ bn)2 + dn2)−s)
′
x = −s((2ax+ bn)2 + dn2)−s−14a(2ax+ bn),
(−s((2ax+ bn)2 + dn2)−s−14a(2ax+ bn))′x =
= s(s+ 1)((2ax+ bn)2 + dn2)−s−1×
×16a2(2ax+ bn)2 − s((2ax+ bn)2 + dn2)−s−18a2.
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В случае, когда σ > 1, параметр R можно устремить к бесконечности. В
результате приходим к равенству при каждом n < V , где V — полуцелое
gn(s) =
∑
m>1
2
((2am+ bn)2 + dn2)s
=
=
∑
16m6V
2
((2am+ bn)2 + dn2)s
+
∞∫
V
dx
((2ax+ bn)2 + dn2)s
−
−(((2aV + bn)
2 + dn2)
−s
)
′
x
12
+
+
∞∫
V
(
((2aV + bn)2 + dn2
)−s
)
′′
xx
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx.
В случае n > V будем иметь
gn(s) =
∑
m>1
1
((2am+ bn)2 + dn2)s
=
=
∞∫
1
2
dx
((2ax+ bn)2 + dn2)s
− (((2aV + bn)
2 + dn2)
−s
)
′
x
12
+
+
∞∫
V
(
((2aV + bn)2 + dn2
)−s
)
′′
xx
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx.
Далее просуммируем величину gn(s) по параметру n. Имеем
g(s) =
∞∑
n=1
gn(s) =
∑
n<V
gn(s) +
∑
n>V
gn(s) = G1 +G2.
Преобразуем величины G1 и G2. Рассмотрим сначала величину G1. Получим
G1 =
∑
n<V
gn(s) =
=
∑
n<V
∑
m<V
1
((2am+ bn)2 + dn2)s
+
∑
n<v
∞∫
V
dx
((2am+ bn)2 + dn2)s
−
−
∑
n<V
(((2aV + bn)2 + dn2)
−s
)
′
V
12
+
+
∑
n<V
∞∫
V
(
((2aV + bn)2 + dn2
)−s
)
′′
xx
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx = G11 +G12 +R11 +R12.
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Здесь значения G11, G12, R11, R12 очевидным образом определяются последним
равенством. Рассмотрим сумму G2.
G2 =
∑
n>V
gn(s) =
∑
n>V
∑
m>1
1
((2am+ bn)2 + dn2)s
=
=
∑
n>V
∞∫
1
2
dx
((2ax+ bn)2 + dn2)s
−
∑
n>V
(((a+ bn)2 + dn2)
−s
)
′
x
12
+
+
∑
n>V
∞∫
1
2
(
((2aV + bn)2 + dn2
)−s
)
′′
xx
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx =
= G21 +R21 +R22.
Значение величин G21, R21, R22 в последнем равенстве определены однозначно.
Из суммы G12 + G21 выделим главный член в виде двойного интеграла из
формулировки теоремы с допустимой погрешностью. После этого оценим по-
грешности, вносимые остатками R11, R12, R21, R22. ЧленG11 присутствует в фор-
мулировке теоремы и в дальнейших преобразованиях не нуждается.
Исследование G12.
Имеем
G12 =
∑
n<V
∞∫
V
dx
((2ax+ bn)2 + dn2)s
=
∞∫
V
∑
n<V
dx
((2ax+ bn)2 + dn2)s
.
К внутренней сумме применим лемму 1 со значением параметров Q = 1
2
, R = V
Получим
∞∫
V
∑
n<V
dx
((2ax+ bn)2 + dn2)s
=
=
∞∫
V
V∫
1
2
dxdy
((2ax+ by)2 + dy2)s
+
+
1
12
∞∫
V
(
1
((2ax+ by)2 + dy2)s
)′
y
∣∣∣∣∣
V
1
2
dx+
+
∞∫
V
(
((2ax+ by)2 + dy2
)−s
)
′′
yy
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dxdy =
= I12 +R121 +R122.
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Как и ранее, введенные выше величины определяются последним равенством.
Заметим, что несобственные интегралы, являющиеся слагаемыми суммы
G12, сходятся абсолютно в области σ > 1 и поэтому являются аналитическими
функциями по переменной s в этой области.
R121 =
1
12
∞∫
V
(
1
((2ax+ by)2 + dy2)s
)′
y
∣∣∣∣∣
V
1
2
dx =
=
1
12
∞∫
V
−s((2ax+ by)2 + dy2)−s−12(2abx+ y(b2 + d))2a∣∣V1
2
dx≪
≪ t
∞∫
V
((2ax+ bV )2)σ−1(abx+ V d)dx+
+t
∞∫
V
((ax+ b)2 + d)σ−1(abx+ 1)dx≪
≪ t
∞∫
V
(abx + V d)
(a2x2)σ+1
+ t
∞∫
V
(abx+ 1)
(a2x2)σ+1
≪ V dt
a2σ+2V 2σ+2
=
t
a2σV 2σ
.
Теперь рассмотрим R122. По определению
R122 =
∞∫
V
V∫
1
2
(
((2ax+ by)2 + dy2
)−s
)
′′
yy
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dxdy.
Вычислим значение второй частной производной подынтегральной функции
(
((2ax+ by)2 + dy2
)−s
)
′
y =
= −s((2ax+ by)2 + dy2)−s−1(2(ax+ by)b+ 2yd)(−s((2ax+ by)2 + dy2)−s−1(2(ax+ by)b+ 2yd))′
y
=
= s(s+ 1)((2ax+ by)2 + y2d)−s−2(2(ax+ by)b+ 2yd)2
−s((2ax+ by)2 + y2d)−s−1(2b2 + 2d).
Следовательно
R122 =
∞∫
V
dx
V∫
1
2
(s(s+ 1)((2ax+ by)2 + y2d)−s−2(2(2ax+ by)b+ 2yd)2
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−s((2ax+ by)2 + y2d)−s−1(2b2 + 2d))
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dy =
=
∞∫
V
dx
V∫
1
2
(s(s
+1)((2ax+ by)2 + y2d)−s−1(2(2ax+ by)b
+2yd)2)
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dy
−
∞∫
V
dx
V∫
1
2
s((2ax+ by)2 + y2d)−s−1(2b2 + 2d)
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dy
= R1221 − R1222.
Для оценки величины R1221 снова воспользуемся второй теоремой о среднем.
Имеем
R1221 = s(s+ 1)
∞∑
k=1
1
(2πk)2
V∫
1
2
cos 2πkydy
∞∫
V
((2ax+ by)2
+y2d)−s−2(2(2ax+ by)b+ 2yd)2dx.
Далее
∞∫
V
((2ax+ by)2 + y2d)−s−2(2(2ax+ by)b+ 2yd)2dx 6
6
∞∫
V
((2ax+ by)2 + y2d)σ−2 × (2(2ax+ by)b+ 2yd)2dx.
Далее
(4abx+ 2b2y2 + 2yd)2((2ax+ by)2 + y2d)−σ−2 ≪
≪
(
2abx+ b2y2 + yd
(2ax+ by)2 + y2d
)2
((2ax+ by)2 + y2d)−σ.
Напомним, что x > V > y > 1
2
Дальнейшую оценку разобьем на 2 случая.
Первый случай a2x2 > y2d. Тогда x2 > y
2d
a2
, x > y
√
d
a
, y 6 ax√
d
. Следовательно
(
2abx+ b2y2 + yd
(2ax+ by)2 + y2d
)2
≪
(
2abx+ yd
a2x2 + y2d
)2
≪
(
a2x+ yd
a2x2
)2
=
(
a+
√
d
ax
)2
.
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По определению 4ac−b2 = d, причем a > c > |b| следовательно 3ac < d, a≪√d.
Поэтому (
a+
√
d
ax
)2
≪
(√
d
ax
)2
=
d
a2x2
≪ d
a2V 2
.
Кроме того
((2ax+ by)2 + y2d)−σ ≪ (a2x2 + y2d)−σ ≪ a−2σx−2σ.
Во втором случае имеем a2x2 6 y2d. Тогда x2 6 y
2d
a2
, x 6 y
√
d
a
. Следовательно
(
a2x+ yd
a2x2 + y2d
)2
≪
(
a2 y
√
d
a
+ yd
y2d
)2
=
(
a+
√
d
y
√
d
)2
≪ 1
y2
.
Имеем так же
((2ax+ by)2 + y2d)−σ ≪ (a2x2 + y2d)−σ ≪ (y2d)−σ.
В первом случае подынтегральная функция A(y) оценивается так
A(y)≪ d
a2x2
(a2x2)−σ.
Следовательно
A(y)≪ d
a2+2σx2+2σ
.
Во втором случае имеем
A(y)≪ 1
y2
(y2d)−σ =
1
y2+2σdσ
.
Далее оценку функции A(y) проинтегрируем по y в пределах от 1/2 до V .
Заметим, что параметр при этом принимает некоторое фиксированное зна-
чение с условием x > V . Это значение таково, что
x > V >
V
√
d
a
,
поэтому второй случай, при котором y > ax√
d
не имеет места, так как тогда
выполняется неравенство
y >
a√
d
V
√
d
a
= V,
что невозможно. В этой ситуации получим
V∫
1
2
A(y)dy ≪ V d
a2+2σx2+2σ
≪ d
a2+2σV 1+2σ
.
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Суммируя эту оценку по k и учитывая, что s≪ t окончательно получаем
R1222 ≪ t
2
dσV 1+2σ
.
Теперь рассмотрим R1222. По определению
R1222 = s
∞∫
V
dx
V∫
1
2
((2ax+ by)2 + y2d)−s−1(2b2 + 2d)
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dy =
= s(2b2 + 2d)
∞∑
k=1
1
(cos 2πk)2
V∫
1
2
cos 2πkydy
∫
((2ax+ by)2 + y2d)−s−1dx
Положим
A2(y) =
∞∫
V
((2ax+ by)2 + y2d)−σ−1dx.
Тогда
((2ax+ by)2 + y2d)−σ−1 ≪ (a2x2 + y2d)−σ−1
В случае a2x2 > y2d имеем
(a2x2 + y2d)−σ−1 ≪ a−2σ−2x−2σ−2,
отсюда заключаем, что
A2(y)≪ a
−2σ−2x−2σ−2
aV t
=
1
a2σ+3x2σ+2V t
Во втором случае y2d > a2x2 следовательно
((2ax+ by)2 + y2d)−σ−1 ≪ (a2x2 + y2d)−σ−1 ≪ (y2d)−σ−1 = y−2σ−2d−σ−1.
откуда
A2(y)≪ (y2d)−σ−1 = 1
y2σ+2dσ+1
.
Полученную оценку для A2(y) необходимо проинтегрировать по y в пределах
от 1
2
до V . По условию x > V . При этом x > V
√
d
a
и второй случай не имеет
места. Поэтому
H2 =
V∫
1
2
A2(y)dy≪ V
a2σ+2V 2σ+1
=
1
a2σ+2V 2σ
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Из последней оценки вытекает, что
R1222 ≪ tdH2 ≪ t
√
d
a2σ+2V 2σ
.
Сравнивая оценки для R1221 и R1222 приходим к неравенству
R122 6 |R1221|+ |R1222| ≪ t
2
dσV 1+2σ + t
√
d
a2σ+2V 2σ
Оценка остатка R11
По определению
R11 = − 1
12
∑
n<V
(((2aV + bn)2 + dn2)−s)
′
V .
Явный вид производной по V для слагаемых последней суммы имеет вид
(((2aV + bn)2 + dn2)−s)
′
V = −s((2aV + bn)2 + dn2)−s−12a(2aV + bn)≪
≪ t((aV )2 + dn2)σ−1a2V ≪ t(aV )−2σ−2a2V = ta−2σV −2σ−1.
Суммируя по n < V , получим
R11 ≪ ta−2σV −2σ.
Оценка остатка R12.
Значение величины R12 определяется равенством
R12 =
∑
n<V
∞∫
V
(
((2ax+ bn)2 + dn2
)−s
)
′′
xx
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx =
=
∑
n<V
∞∑
k=1
1
(2πk)2
∞∫
V
(
((2ax+ bn)2 + dn2
)−s
)
′′
xx cos 2πkxdx.
Но (
((2ax+ bn)2 + dn2
)−s
)
′′
xx = 16a
2s(s+ 1)((2ax+ bn)2 + dn2)−s−2×
×(2ax+ bn)2 − 8a2s((2ax+ bn)2 + dn2)−s−1.
В соответствии с последним равенством величина R12 представляется в виде
двух слагаемых R12 = R121 +R122, где
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R121 =
∑
n<V
∞∑
k=1
4a2s(s+ 1)
(πk)2
∞∫
V
((2ax+ bn)2 + dn2)−s−2(2ax+
+bn)2 cos 2πkxdx.
R122 = −
∑
n<V
∞∑
k=1
2a2s
(πk)2
∞∫
V
((2ax+ bn)2 + dn2)−s−2 cos 2πkxdx.
Рассмотрим сначала величину R121. Для этого оценим величину Bn, являющу-
юся значением интервала по x в последней сумме, то есть
Bn(k) =
∞∫
V
((2ax+ bn)2 + dn2)−s−2(2ax+ bn)2 cos 2πkxdx =
=
∞∫
V
((2ax+ bn)2 + dn2)−σ−2e−it ln((2ax+bn)
2+dn2)×
×(2ax+ bn)2
(
e2iπkx + e−2iπkx
2
)
dx.
Выражение Bn разбивается на 2 слагаемых Bn1 и Bn2 вида
Bn1(k), Bn2(k) =
1
2
∞∫
V
((2ax+ bn)2 + dn2)σ−2(2ax+ bn)2×
×e−it ln((2ax+bn)2+dn2)±2iπkxdx
Оба слагаемых оцениваются одинаково. Рассмотрим, например, Bn1. С по-
мощью второй теоремы о среднем опять приходим к оценке
Bn1(k)≪ ((2aV + bn)2 + dn2)σ−2(2aV + bn)2|I|,
где
I =
ξ2(n)∫
ξ1(n)
ξ2(n)e
2iπkx−it ln((2ax+bn)2+dn2)dx,
при некоторых числах ξ2(n) > ξ1(n) > V . Функцию, стоящую в показателе
экспоненты, в интеграле I обозначим через if(x). Для производной f ′(x) вы-
полнено равенство
f ′(x) = 2πk − t2
x
> 2πk − 2≫ k.
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Следовательно оценка интеграла I по первой производной имеет вид
I ≪ 1
k
.
Отсюда имеем
Bn(k)≪ Bn1(k)≪ ((2aV + bn)
2 + dn2)−σ−2(2aV + bn)2
k
.
Подставляя полученную оценку в равенство для R121, получим
R121 ≪
∑
n<V
∞∑
k=1
a2t2
k3
(2aV + bn)2
((2aV + bn)2 + dn2)σ+2
≪
≪ a2t2
∑
n<V
(2aV + bn)2
((2aV + bn)2 + dn2)σ+2
≪ a2t2a2V 2
∑
n<V
(2aV + bn)2
((aV )2 + dn2)σ+2
=
= a4t2V 2

∑
n6 aV√
d
(2aV + bn)2
((aV )2 + dn2)σ+2
+
∑
aV√
d
<n<V
(2aV + bn)2
((aV )2 + dn2)σ+2

 .
Оценивая вклад каждой суммы, приходим к оценке
R121 ≪ a4t2V 2(aV )−2σ−3d− 12 = t2d− 12a1−2σV −2σ−1.
Перейдем к оценке величины R122. Для этого рассмотрим внутренний интеграл
Dn(k) вида
Dn(k) =
∞∫
V
((2ax+ bn)2 + dn2)−s−1 cos 2πkxdx =
=
1
2
∞∫
V
((2ax+ bn)2 + dn2)−σ−1e−it ln((2ax+bn)
2+dn2)
(
e2iπkx + e−2iπkx
)
dx.
Действуя по предыдущей схеме, получим
Dn(k)≪ 1
((aV )2 + dn2)σ+1k
.
Отсюда имеем
R122 ≪ a2t
∑
n<V
1
((aV )2 + dn2)σ+1
≪
≪ a2tV (aV )−2σ−2 = a−2σtV −2σ−1.
Это окончательная оценка для величины R122.
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Оценка величины G21.
Величина G21 определяется так
G21 =
∑
n>V
∞∫
1
2
dx
((2ax+ bn)2 + dn2)s
.
Суммирование по n сделаем внутренним
G21 =
∞∫
1
2
∑
n>V
dx
((2ax+ bn)2 + dn2)s
=
∞∫
1
2
∑
n>V
Q(n)dx,
где Q(n) определяется последним равенством. Применяя формулу суммирова-
ния, получим
∞∫
1
2
∑
n>V
Q(n)dx =
∞∫
1
2
∞∫
v
Q(y)dydx−
∞∫
1
2
Q
′
y(y)
12
∣∣∣∣∣
y=V
dx+
+
∞∫
1
2
∞∫
V
Q
′′
yy(y)
∞∑
k=1
cos 2πky
(2πk)2
dydx = T0 +R01 +R02.
Нам требуется оценить остатки R01 и R02. Рассмотрим сначала R01.
R01 =
∞∫
1
2
Q
′
y(y)
12
∣∣∣∣∣
y=V
dx.
Найдем явное значение подынтегрального выражения
Q
′
y(y) =
(
1
((2ax+ bn)2 + dn2)s
)′
y
=
−s(2b(2ax+ by) + 2dy)
((2ax+ by)2 + dy2)s+1
.
R01 =
−s
6
∞∫
1
2
b(2ax+ bV ) + dV
((2ax+ bV )2 + dV 2)s+1
dx≪ t
∞∫
1
2
b2ax+ dV
((2ax)2 + dV 2)σ+1
dx
= t
V
√
d
a∫
1
2
b(2ax+ bV ) + dV
((2ax+ bV )2 + dV 2)σ+1
dx+ t
∞∫
V
√
d
a
b2ax+ dV
((2ax)2 + dV 2)σ+1
dx = I1 + I2.
Далее
I1 ≪ t
V
√
d
a∫
1
2
V d
(dV 2)σ+1
dx≪ t V d
(dV 2)σ+1
V
√
d
a
≪ t
V 2σdσ−
1
2a
.
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Теперь оценим
I2 ≪ t
∞∫
V
√
d
a
bax + dV
(ax)2σ+2
dx =
= t
∞∫
V
√
d
a
b
(ax)2σ+1x2σ+1
dx+ t
∞∫
V
√
d
a
dV
(ax)2σ+2x2σ+2
dx =
= tba−(2σ+1)x−2σ
∣∣x=V√da + V√d
a2σ+2V −2σ−1dσ−
1
2a2σ+1
=
=
tb
aV 2σdσ
+
td
1
2
−σ
aV 2σ
≪ t
aV 2σdσ−
1
2
.
Следовательно общая оценка для R01 имеет вид
R01 ≪ t
aV 2σdσ−
1
2
.
Перейдем к рассмотрению остатка R02. Он имеет вид
R02 =
∞∫
1
2
dx
∞∫
V
Q
′′
yy
∞∑
k=1
cos 2πky
(2πk)2
dy.
Найдем в явном виде Q
′′
yy
Q
′′
yy =
s(s+ 1)(2b(2ax+ by) + 2dy)2
((2ax+ by)2 + dy2)s+2
− 2s(b
2 + d)
((2ax+ by)2 + dy2)s+2
Подстановка данного выражения в интеграл дает
R02 =
∞∫
1
2
dx
∞∫
V
s(s+ 1)(2b(2ax+ by) + 2dy)2
((2ax+ by)2 + dy2)s+2
∞∑
k=1
cos 2πky
(2πk)2
dy−
−
∞∫
1
2
dx
∞∫
V
2s(b2 + d)
((2ax+ by)2 + dy2)s+2
∞∑
k=1
cos 2πky
(2πk)2
dy = R021 − R−22.
Займемся оценкой величины R021. Вынося суммирование по k за знак интеграла
и выражая cos 2πky через экспоненту, получим неравенство
R021 ≪
∞∑
k=1
t2
(2πk)2
∞∫
1
2
dx
∞∫
V
s(s+ 1)(2b(2ax+ by) + 2dy)2
((2ax+ by)2 + dy2)s+2
eit ln(ϕ(y))±2πikdy,
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где ϕ(y) = (2ax+ by)2 + dy2.
Из второй теоремы о среднем вытекает оценка
∞∫
V
(2b(2ax+ by) + 2dy)2
((2ax+ by)2 + dy2)σ+2
eit ln(ϕ(y))±2πikdy ≪
≪ sup
y6V
{
(2b(2ax+ by) + 2dy)2
((2ax+ by)2 + dy2)σ+2
}
1
miny6V
∣∣∣tϕ′(y)ϕ(y) ± 2πk∣∣∣ .
Заметим, что tϕ
′(y)
ϕ(y)
≪ t
V
< 1. Поэтому 1
miny6V
∣∣∣tϕ′(y)ϕ(y) ±2πk
∣∣∣
≪ 1
k
. Далее оценим
supy>V
{
(2b(2ax+by)+2dy)2
((2ax+by)2+dy2)σ+2
}
в зависимости от параметра x. В случае
2ax+ by 6 y
√
d,
имеем неравенство
(2b(2ax+ by) + 2dy)2
((2ax+ by)2 + dy2)σ+2
≪ (2b(2ax+ by) + 2dy)
2
(dy2)σ+2
≪ (2by
√
d+ 2dy)2
(d2)σ+2
≪
≪ (dy)
2
(d2)σ+2
= y−2σ−2d−σ.
Если же 2ax+ by > y
√
d то
(2b(2ax+ by) + 2dy)2
((2ax+ by)2 + dy2)σ+2
≪ (2b(2ax+ by) + 2dy)
2
(2ax+ by)σ+2
≪
≪
(
b
(2ax+ by)σ+1
)2
+
(
yd
(2ax+ by)σ+1
)2
.
Полученные оценки проинтегрируем по x и просуммируем по k.
Суммирование по k дает абсолютную константу, поэтому приходим к оценке
R021 ≪ t2
y
√
d−by
2a∫
1
2
y−2σ−2d−σdx+
+t2
∞∫
y
√
d−by
2a
((
b
(2ax+ by)σ+1
)2
+
(
yd
(2ax+ by)σ+1
)2)
dx≪
t2
(
y−2σ−2
y
√
d
a
d−σ
)
+
t2
a
∞∫
y
√
d
((
b
zσ+1
)2
+
(
yd
zσ+1
)2)
dz ≪
≪ t2y−2σ−1d 12−σa−1 + t2a−1b2(y
√
d)−2σ−1 + t2a−1y2d2(y
√
d)−2σ−3 ≪
≪ t2y−2σ−1d 12−σa−1 ≪ t2V −2σ−1d 12−σa−1.
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Требуемая оценка для величины R021 получена. Перейдем теперь к оценке R022.
По определению R022 имеет вид
R022 =
∞∫
1
2
dx
∞∫
V
2s(b2 + d)
((2ax+ by)2 + dy2)s+1
∞∑
k=1
cos 2πky
(2πk)2
dy.
Переходя к неравенствам, будем иметь
R022 ≪ td
∞∫
1
2
dx
∞∫
V
∞∑
k=1
e±2πik+it ln((ϕ(y))
(2πk)2(ϕ(y))σ+1
dy,
где ϕ(y) = (2ax+ by)2 + dy2. Как и ранее с помощью второй теоремы о среднем
заключаем, что
R022 ≪ td
∞∫
1
2
dx
((2ax+ by)2 + dy2)σ+1
,
где y 6 V . Внутренний интеграл по y оценим в зависимости от параметра x.
Участок интегрирования разобьем на две части, отвечающие условиям 2ax +
by < y
√
d и 2ax+ by > y
√
d. Следовательно,
R022 ≪ td
∞∫
1
2
dx
((ax)2 + V 2d)σ+1
≪ td
V
√
d
a∫
1
2
dx
(V 2d)σ+1
+ td
∞∫
V
√
d
a
dx
(a2d)σ+1
≪
≪ tdV
√
d
a
V −2σ−2d−σ−1 + tda−2σ−2x−2σ−1
∣∣∣∣∣
x=V
√
d
a
≪
6 td
1
2
−σa−1V −1−2σ.
Эта оценка лучше, чем оценка для R021, поэтому имеем
R02 ≪ td 12−σa−1V −1−2σ.
Оценка R21.
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Выписывая явное представление для R021 и переходя к неравенствам, получим
R21 = −
∑
n>V
(((a+ bn)2 + dn2)−s)′x
12
∣∣∣∣∣
x= 1
2
=
=
as
3
∑
n>V
((a+ bn)2 + dn2)−s−1(a+ bn)≪
≪ at
∑
n>V
((a+ bn)2 + dn2)−σ−1(a+ bn)≪
≪ at
∑
n>V
(a2 + dn2)−σ−1(a+ bn)≪ at
∑
V <n< a√
d
a−2(σ+1)a
+at
∑
n> a√
d
(dn2)−σ−1(a+ bn)≪ ata−2(σ+1) a√
d
≪ at
∑
n>V
(a2 + dn2)−σ−1(a+ n
√
d)≪
≪ at
∑
n>V
(a + n
√
d)−2σ−1a≪ atd−σ− 12
∑
n>V
(
a√
d
+ n)−2σ−1a≪
≪ atd−σ− 12 ( a√
d
+ n)−2σ ==
at√
d
(a + V
√
d)−2σ.
Таким образом
R21 ≪ at√
d
(a+ V d)−2σ.
Наконец оценим R22. Имеем
R22 =
∑
n>V
∞∫
1
2
(((2ax+ bn)2 + dn2)−s)
′′
xx
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx.
Если P (x) = F (ϕ(x)), где F (ϕ) = ϕ−sϕ(x) = (2ax+ bn)2 + dn2. То
P
′′
xx =
(
P ′ϕϕ
′
x
)′
x
= P
′′
ϕϕ(ϕ
′
x)
2 + P ′ϕϕ
′′
xx,
P ′ϕ = −sϕ−s+1, P
′′
ϕϕ = s(s+ 1)ϕ
−s−2
ϕ′x = (2ax+ bn)4a, (ϕ
′
x)
2 = 16a2(2ax+ bn)2, ϕ
′′
xx = 8a
2.
Следовательно P
′′
xx = P1(x) + P2(x), где
P1(x) = s(s+ 1)ϕ
−s−216a2(2ax+ bn)2,
P2(x) = −sϕ−s+18a2.
В этих обозначениях величина R22 представляется в виде
R22 = R211 +R222,
26 И. Ф. АВДЕЕВ
где
R211 =
∑
n>V
∞∫
1
2
P1(x)
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx,
R222 =
∑
n>V
∞∫
1
2
P2(x)
∞∑
k=1
cos 2πkx
k2
dx.
Оценим сначала R221. Имеем
R211 =
∑
n>V
∞∫
1
2
s(s+ 1)ϕ−s−216a2(2ax+ bn)2
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx =
= s(s+ 1)
∞∑
k=1
1
k2
∑
n<V
∞∫
1
2
ϕ−s−216a2(2ax+ bn)2 cos 2πkxdx.
Запишем величину ϕ−s−2 в виде
ϕ−s−2 = ϕ−σ−2e−it lnϕ
и применим вторую теорему о среднем. Получим
R211 ≪ t2a2sum∞k=1
1
k3
∑
n<V
∞∫
1
2
(a + bn)2
(a+ n2d)−σ−2
≪ t2a2
∑
n<V
1
(a+ n
√
d)−2σ−2
≪
≪ t2a2(a+ n
√
d)−2σ−1.
Теперь рассмотрим R222. Снова опираясь на вторую теорему о среднем, получим
R222 =
∑
n>V
∞∫
1
2
P2(x)
∞∑
k=1
cos 2πkx
(2πk)2
dx =
= −sϕ−s+18a2
∞∑
k=1
1
k2
∑
n<V
∞∫
1
2
ϕ−σ−1eit lnϕ cos 2πkxdx≪
≪ ta2
∑
n>V
1
((a+ bn)2 + dn2)σ+1
≪ ta2(a + V
√
d)−2σ.
Окончательная оценка для приобретает вид
R22 ≪ t2a2(a2 + V
√
d)−2σ−1 + ta2(a + V
√
d)−2σ.
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Но t
(
a + V
√
d)−1
)
< 1 при t < V . Поэтому
R22 = a
2t(a+ V
√
d)−2σ.
Собирая вместе все полученные ранее оценки, приходим к следующему резуль-
тату
g(s) =
∑
16m,n6V
1
((a+ bn)2 + dn2)s
+
∫∫
M
dxdy
((2ax+ by)2 + dy2)s
+
+O
(
ta−2σV −2σ + t2V −1−2σd−σ + td
1
2a−2σ−2V −2σ + ta−2σV −1−2σ +
+ td
1
2
−σa−1V −2σ + t2V −1−2σd
1
2
−σa−1 + ta2
(
a + V
√
d
)−2σ)
.
Учитывая, что σ > 1
2
, d < a2 и t 6 V остаток в полученной формуле мож-
но преобразовать к виду O
(
ta2(a+ V
√
d
−2σ)
что и завершает доказательство
теоремы.
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